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Wiederholung des Stoffs des letzten Vorlesung

Intervallschatzung
Ziel: Bestimmung eines Intervalls, welches mit einer vorgegebenen
Wahrscheinlichkeit den wahren Wert eines Parameters enthalt.
Grenzfall der Normalverteilung
Nehmen wir an, die GréBe z € |R sei normalverteilt, d.h.

1 _16-w?
p(w) = N(iC,M,O') = \/%e 27 52

Wenn p und o bekannt sind, dann ist
b
pla<z<b)= /N(x;u,a)dx =: 5.
a

Falls i unbekannt ist, kann man p(u+ ¢ < z < u+ d) berechnen:

p+d d
B=p(p+c<z<p+td / L 1oy / L 5y
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Wiederholung des Stoffs des letzten Vorlesung

Intervallschatzung im Normalverteilungsgrenzfall

p+d d
B=p(p+c<z<p+d L3ty / L 3%y
= c<zx = e o = e 20
P\ a \V2mo \V2mo Y
pu+c c

= plc—z<—p<d—z)=plz—d<pu<z-—c).

D.h. wenn man z gemessen hat, ist die Wahrscheinlichkeit, dass der
gesuchte Wert von u zwischen x — d und z — ¢ liegt, gleich §.

o Ist z ein Parameter & aus einer Punktschatzung, die mit der Methode
des maximalen Likelihoods oder der Methode der kleinsten Quadrate
durchgefiihrt wurde, dann ist & im asymptotischen Grenzfall
normalverteilt, und die obigen Formeln kdnnen zur Intervallschatzung
angewendet werden.

o Die Intervalle [a, b] bzw. [z — d,z — ¢] nennt man Konfidenzintervalle. 3
ist das zum Konfidenzniveau gehdrige Konfidenzniveau.



Wiederholung des Stoffs des letzten Vorlesung

Likelihoodbasierte Konfidenzintervalle
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Wiederholung des Stoffs des letzten Vorlesung

Likelihoodbasierte Konfidenzintervalle
Verallgemeinerung
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Konfidenzintervall: [a_, a+].



Entdeckung des Higgsbosons
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Entdeckung des Higgsbosons

s BTV T T T
& F ¥s=7Tev |Ldt=483f" ATLAS Prelimi . .
R S i i e Anzahl der Ereignisse in I
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Wiederholung: Einfuhrendes Beispiel zum Hypothesentest

Ein theoretisches Modell sagt die Existenz eines Teilchens mit der Masse
M, den Produktionswirkungsquerschnitt und die partielle Breite flir den
Zerfall in ein Photonenpaar voraus. Um dieses Modell zu bestatigen oder
zu widerlegen, muss man sich die Verteilung von m,, ansehen.

dn Im Intervall [my, mg] ist man auf die
dmy, . Verteilung, falls das Modell Vorhersage des Modells empfindlich.
! “’/fvrichtig ist Man hat zwei Hypothesen, namlich
R dass die Theorie richtig oder falsch
Verteilung, falls ist.
| das Modell falsch ist Hy: Nullhypothese: ,, Theorie ist
3 3 falsch.”
Hy: Alternativhypothese: ,, Theorie
m, m My

ist richtig.”

Bei geniligend groBer Datenmenge ist die Wahrscheinlichkeit, dass die
gemessene m.,-Verteilung wie Hy aussieht, klein, falls die Theorie stimmt.
Gleichzeitig ist ide Wahrscheinlichkeit, dass die gemessenen
Massenverteilung wie Hj aussieht, grols.



Wiederholung: Einfuhrendes Beispiel zum Hypothesentest

. Verteilung, falls das Modell
’/frichtig ist

[

Verteilung, falls
das Modell falsch ist

m, m, My
n: Anzahl der im Intervall [m;, my] gemessenen Ereignisse.
Man muss nun einen Schwellenwert N so wahlen, dass

p(n > N|Hy) =«
mit klein zu wahlendem o und
p(n < N|H) =p

maoglichst klein ist, falls die Theorie, also H; richtig ist.



Wiederholung: Experimentelle Praxis

n: Anzahl der im Intervall [my, my] gemessenen Ereignisse.
Man muss nun einen Schwellenwert N so wahlten, dass

p(n > N|Hy) =«
mit klein zu wahlendem o und
p(n < N|H) =p

maoglichst klein ist, falls die Theorie, also H; richtig ist.

Experimentelle Praxis

oa=205,7- 10~7, was 50 einer Normalverteilung entspricht, um die
Entdeckung eines Teilchens zu behaupten.

o Bei einem Wert von a = 0,3%, was 30 einer Normalverteilung
entspricht, sagt man, man habe Anzeichen fiir die Existenz eines
neuen Teilchens.
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Wiederholung des Stoffs des letzten Vorlesung

Hypothesentest
Ziel, festzustellen, welche Hypothese (fiir eine Wahrscheinlichkeits-
verteilung) die aufgezeichneten Messpunktverteilungen (Daten)
beschreibt.
Nomenklatur. Hy: Nullhypothese.
Hi: alternative Hypothese.
Einfache und zusammengesetzte Hypothesen
o Wenn die Hypothesen Hjy und H; vollstiandig ohne freie Parameter
gegeben sind, nennt man die Hypothesen einfache Hypothesen.
o Falls eine Hypothese mindestens einen freien Parameter enthadlt,
bezeichnet man sie als zusammengesetzte Hypothese.
Vorgehensweise
Fir den Hypothesentest muss man W so wéhlen, dass

p(Daten € W|Hp) = «

bei klein zu wahlendem « und gleichzeitig
p(Daten € D\W|H;) = f
mit moglichst kleinem £.
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Wiederholung des Stoffs des letzten Vorlesung

Fehler erster und zweiter Art
Das Konfidensniveau « ist als die Wahrscheinlichkeit definiert, dass z € W
liegt, falls die Nullhypothese Hj richtig ist:

p(z € W|Hp) = .

Die Wahrscheinlichkeit 8 gibt die Wahrscheinlichkeit an, dass man die
Alternativhypothese H; fadlschlicherweise verwirft:

p(xz € D\W|H;) = B.

Hy richtig H; richtig
Vorgehensweise
z ¢ W = Hy wird Gute Akzeptanze, da Verunreinigung
als richtig betrachtet | p(z € D\W|Hy) =1—« | Fehler zweiter Art

grof ist p(z € D\W|Hy) = 0.
z € W = Hy wird Fehlentscheidung Verwerfen von H
verworfen, H; als Fehler erster Art gut, da
richtig betracht p(z € W|Hy) =« pre WIH)=1-p

ist klein ist grols.
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Der Neyman-Pearson-Test flr einfache Hypothese

xz = (z1,...,T,): ZufallsgroBe mit der Wahrscheinlichkeitsdichte fy(z;6).
o 6 = 6y: Nullhypothese.
o 0 = 01: Alternativhypothese.

o = In(z;60)dz
/

15 = [ Aaiondo = [ ftaion) P20 ae = [ IO (i) do

Wa Wa
x; 0
_ EWa <fN( ) 0))
I (z:00)
o Eyw, wird besonders gro, wenn W, diejenigen Punkte z enthdlt, fir
die fNEm zog besonders groR wird.
o Die beste kritische Region wahlt man, indem man

I (w5 600)

l :0p,01) = T—"T1L > ¢,
(@360, 61) In(z500) — ‘
fir die Punkte z € W, verlangt.
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Der Neyman-Pearson-Test flr einfache Hypothese

z = (x1,...,z,): ZufallsgroBe mit der Wahrscheinlichkeitsdichte fu(z;6).
0 6 = 6y: Nullhypothese.
o 0 = 601: Alternativhypothese.

o Die beste kritische Region wahlt man, indem man

I (z;60)

bn(:60,61) = fn (23 60)

> Ca

fiir die Punkte z € W, verlangt.

Neyman-Pearson-Test. Man verwendet das Likelidhoodverhaltnis
Iy (z;6p,61) als Entscheidungsgrundlage:

o Un(z;60,01) > co = H; wird akzeptiert, Hy verworfen.

o Uy(z;00,01) < co = Hy wird akzeptiert, H; verworfen.
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Verallgemeinerung auf zusammengesetzte Hypothesen

Hy und H; enthalten unbekannte freie Parameter 6.
o O: Menge aller moglichen 6-Werte.
o v: Teilmenge von ©.
Man flihrt zwei Familien von Hypothesen ein:
o Hy: 0 €v.
o Hi: 0€0O\v.
Beispiel. Kopplungsstdrke ¢g. Hy: ¢ =0. Hy: g > 0.
Man ersetzt /5 durch )\, was als das Verhdltnis zweier maximierter

Likelihoodfunktionen genommen wird:
maxL(z;0)
N = fcv

maxL(z;0)
/O

D.h. man bestimmt mit Hilfe der Methode des maximalen Likelihoods den
Wert von 6, der die experimentellen Daten am besten beschreibt, und
vergleicht den zugehodrigen Likelihoodwert mit dem Ergebnis der
Likelihoodmaximierung fiir die Nullhypothese. Wenn die Nullhypothese ein
deutlich schlechteres Likelihood als die beste Beschreibung der Daten
ergibt, verwirft man die Nullhypothese.
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Monte-Carlo-Verfahren

o Die Wahrscheinlichkeitsdichte, die zum Beispiel den Ausgang einer
Messung einer Proton-Proton-Kollision beschreibt, setzt sich aus
vielen Wahrscheinlichkeitlisdichten zusammen und kann im
Allgemeinen nicht analytisch angegeben werden.

© Man kann sich die Wahrscheinlichkeitsverteilung mit Hilfe des
sogenannten Monte-Carlo-Verfahrens verschaffen.

e Beim Monte-Carlo-Verfahren zerlegt man den Gesamtprozess in
Teilprozesse Ti,...T,, fur die man die Wahrscheinlichkeitsdichten
kennt.

e Man erzeugt nun mit Hilfe eines Zufallsgenerators nach der
Wahrscheinlichkeitsdichte fiir T; einen Ausgang von Tj.

e Fiir diesen Ausgang von T; erzeugt man nun entsprechend den
Ausgang von T, und setzt dieses Verfahren bis T, fort.

e Wenn man nun dies sehr oft wiederholt, erhdlt man nun nach und
nach die Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir den Gesamtprozess.
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Beispiel: Streuung von Myonen in dicken Schichten

Streuung schwerer geladener Teilchen in diinnen Schichten

(RN
Teilchen
R — Soso0g |
(Ladung q, . t VS
Energie E)

2; Op
- d -
=

Strahlungsla

nge der Schicht: Xg

0 Energieverlust in der Schicht vernachlassigbar.

o Vg = %d@E.

0 Of ist ndherungsweise um O normalverteilt mit
der Standardabweichung

0'_13,6MeV i
0= E VX

17



Beispiel: Streuung von Myonen in dicken Schichten

Programmierziel: Streuung in dicken Schichten

Unterschiede
o Vg # %d@E.
o Energieverlust nicht vernachlassigbar.
Losung
o Zerlegung der dicken Schicht in viele diinne Schichten.

o Beschreibung des Durchgangs durch dicke Schichten als Folge von
Zufallsprozessen, namlich als Folge von Streuungen in den diinnen
Schichten.
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Zufallszahlengeneratoren

o Als (deterministische) Zufallszahlengeneratoren bezeichnet man
Computerprogramme, mit denen man eine Folge von
Pseudozufallszahlen erzeugen kann.

o Man spricht von Pseudozufallszahlen, weil die erzeugten Zahlen zwar
zufdllig aussehen, aber mit einem deterministischen Algorithmus
gewonnen werden.

o Wenn man einen Zufallszahlengenerator hat, der Zufallszahlen
gleichverteilt in einem Intervall [a, b] liefert, dann kann man
Zufallszahlen nach beliebigen Wahrscheinlichkeitsverteilungen

erzeugen.
:(X) 777777777777 - o Man erzeugt zundchst gleichverteilt
max f NN eine Zufallszahl z € [a, b].

— / \ \ _

A N AV e Dann erzeugt man gleichverteilt eine

| N § Zufallszahl y € [0, frae]-

e Wenn nun y < f(z) ist, behdlt man die
Zufallszahl z, anderenfalls verwirft
; ; man sie und erzeugt eine neue Zahl
a b~ z € [a,b], bis y < f(z) wird.
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