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Beispiele wichtiger Wahrscheinlichkeitsverteilungen



Die Binomialverteilung

o Die Binomialverteilung gibt die Wahrscheinlichkeit an, n; Ereignisse

aus insgesamt N Ereignissen zu beobachten, wenn v, Ereignisse
erwartet werden:
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o Mit dem gleichen Rechentrick erhdlt man Var(ny) = vg(1 — 5%).



Ubergang zur Poissonverteilung

Wenn v 2 10, v < N und N groB ist, kann man die Binomialverteilung
durch die Poissonverteilung nahern. Grundlage ist die Stirlingformel:
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Eigenschaften der Poissonverteilung

Poissonverteilung
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Erwartungswert der Poissonverteilung: vy, was aus 0 = d’/k Z p(ng; vg)

folgt.

Varianz der Poissonverteilung: v, was aus 0 = 25 Z p(ng; vg) folgt.
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Poissonverteilung fir v, — oo

Wenn v, grols wird, dann ist die Wahrscheinlichkeit flir das Auftreten
kleiner Werte von n; klein. Dann kann man n; als grols betrachten und fur
n,! in der Poissonverteilung die Stirlingformel verwenden:
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Die Normalverteilung

Normalverteilung einer eindimensionalen ZufallsgrolGe x € \R

1 _(e-p)?

p(x;p,0) = Woro 202

o <z >=up, Var(z) = o>

o Die Poissonverteilung nahert sich also im Grenzfall v — oo einer
Normalverteilung mit dem Erwartungswert v, und der Varianz v, an.

Normalverteilung einer d-dimensionalen Zufallsgroe z € \Rd

1 1 1 ’
p(z;p,X) = Wm €xp (—2(95 — ) S(z — M)) :
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Eigenschaften der eindimensionalen Normalverteilung

wy, := Wahrscheinlichkeit, einen Wert = € [u — no, u + no] zu beobachten.

n W, " ‘ .
n

; 83?32 0,900 | 1,645

3 ()’9973 0,950 | 1,960

411-63. 10-° 0,990 | 2,576

511-57.107 0,999 | 3,290



Begriff der stochastischen Konvergenz

(t,) sei eine Folge von ZufallsgroBen und T ebenfalls eine Zufallsgroie.
Man sagt, t, konvergiere stochastisch gegen T, wenn es zu jedem p &€ [0, 1[
und e > 0 ein N so gibt, dass die Wahrscheinlichkeit P, dass |t, — T| > €
ist, kleiner als p fur alle n > N ist:

P(jt,— T|>¢)<p (n>N).

Mit anderen Worten: Die Wahrscheinlichkeit, einen von T verschiedenen
Wert t, zu beobachten, verschwindet fiir n — oo.



Gesetz der grolBen Zahlen. Zentraler Grenzwertsatz

Das Gesetz grolBer Zahlen

(xn) sei eine Folge unabhangiger ZufallsgroBen, wobei jedes z, derselben
Verteilungsfunktion folgt. p bezeichne den Erwartungswert von z,. Dann
konvergiert das arithmetische Mittel

1 N
N Z In
n=1
stochastisch gegen pu.
Der zentrale Grenzwertsatz
(xn) sei eine Folge identisch verteilter ZufallsgroGen mit dem Mittelwert p

und der Standardabweichung o. Dann konvergiert fiir N — oo die
standardisierte Zufallsgroe

N
>z —Np

punktweise gegen eine Normalverteilung mit dem Mittelwert O un der
Standardabweichung 1.
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Punktschatzung

Es sei o ein Parameter einer Wahrscheinlichkeitsverteilung. Das Ziel der
Punktschatzung ist es, den besten Schatzwert (die beste Messung in der
Sprechweise der Physiker) von «a zu finden.

z: ZufallsgroBe, die den experimentellen Messwerten entspricht. | . .
p(x;a : ahrscheinlichkeitsdichte fur die Messung von z in Abhadngigkeit

des Parameters «.
z und o kbnnen mehrdimensional sein.

Definition. Ein Punktschatzer &, ist eine Funktion von z, mit der der
Wert des Parameters a geschatzt werden kann. & bezeichne diesen
Schatzwert. Es ist also & = &,(x).

Ziel ist es, eine Funktion &, zu finden, bei der & so nah wie moglich am
wahren Wert von « liegt.

Da & eine Funktion von ZufallsgroBen ist, ist & selbst eine ZufallsgroRke.
§(@) = [ Ea(lp(aia)ds,
D

wobei o den wahren Wert des Parameters bezeichnet.
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Qualitatskriterien fur Punktschatzer

Konsistenz

n: Anzahl der Messungen, die fiir die Punktschdatzung verwendet werden.
&, zugehoriger Schatzwert.

ag: wahrer Wert von a.

Man bezeichnet &, als konsistenten Punktschétzer, falls &, stochastisch
gegen «g konvergiert. D.h. die Wahrscheinlichkeit, einen von o«
verschiedenen Wert zu schatzen, geht flir n — oo gegen O.

Erwartungstreue
Der Bias eines Schatzwerts & ist definiert als

by (@) := E(by — ag) = E(an) — ap.
Der Punktschatzer ist erwartungstreu, wenn
bp(&) =0, also E(ay) = g

fur alle n ist.
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Veranschaulichung von Konsistenz und Erwartungstreue

erwartungstreu nicht erwartungstreu
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Weitere Qualitatskriterien fur Punktschatzer

Effizienz

Vimin Sei die kleinstmogliche Varianz aller Punktschéatzer eines
reellwertigen Parameters. Die Effizienz eines bestimmten Punktschatzers
ist als das Verhdltnis % gegeben, wobei Var(&) die Varianz von & fir
diesen Punktschatzer ist.

Suffizienz

Jede Funktion von Messdaten z nennt man eine Statistik. Eine suffiziente
Statistik fiir « ist eine Funktion der Messdaten, die den gesamten
Informationsgehalt lUber « enthalt.
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In der Hochenergiephysik verwendete Punktschatzer



Methode des maximalen Likelihoods

p(x;«): Wahrscheinlichkeit, die Messwerte z bei einem gegebenem
Parameter o zu erhalten.

© Wenn man nun die gemessenen Werte z in die Funktion p(z;a)
einsetzt, erhdlt man eine Statistik von z, die man Likelihood oder
Likelihoodfunktion L(z;«) nennt.

o Man verwendet den Begriff des Likelihoods, um die Verwandschaft mit
der Wahrscheinlichkeitsdichte p(z;«) anzudeuten und gleichzeitig
deutlich zu machen, dass L keine Wahrscheinlichkeitsfunktion ist.

f(zx; ) sei die Wahrscheinlichkeitsdichte fuir den Ausgang einer einzelnen
Messung zj. Bei n unabhdngigen Messungen z = (z,...,,) ist dann

n

L(xy,... 50 0) = Hf(:ck;a).

k=1

Bei der Methode des maximalen Likelihoods nimmt man als Schatzwert
flir  den Wert von «, fir den L(z; ) maximal wird.
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Asymptotisches Verhalten des maximalen Likelihoods

n — oo
o Der Punktschdatzer ist konsistent.
o Der Punktschatzer ist effizient.
o & ist normalverteilt.
0 Wegen der Konsistenz ist der Punktschdtzer asymptotisch
erwartungstreu.
n endlich
Um das Verhalten des Punktschatzer bei begrenzter Datenmenge n zu
bestimmen, bedient man sich in der experimentellen Praxis Ensembles
zufallig erzeugter simulierter Daten, auf die man den Punktschatzer
anwendet.
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Methode der kleinsten Quadrate

n Messungen xy, ..., Ty,.

E(zy; «): Erwartungswert von z; bei gegebenem « (,theoretische
Vorhersage” flir den Wert von xy).

V = (cov(xy, 7)): Kovarianzmatrix. Im Allgemeinen ist auch V eine
Funktion von a.

n

Q%= ) [ — Bm;a)] Vi (a) [z — Bz )]
k=1

Bei der Methode der kleinsten Quadrate wahlt man als Schatzwert fir «
denjenigen Wert, bei dem Q2 minimal wird.
Bemerkung. Wenn Vj(«) nicht beschrankt ist, kann man unsinnige
Ergebnisse fiir « erhalten. Falls z.B. Vig(a) — oo flir a = aypsinn Und
z, — E(xx; ) beschrankt bleibt, liefert die Minimierung apnsinn. In der
Praxis minimiert man daher Q2 oftmals iterativ. Man fangt mit einem
Schatzwert fiir V an und variiert V wihrend der Q2-Minimierung nicht.
Danach berechnet man V neu fiir den erhaltenen Schatzwert von « und
wiederholt die Minimimierung bei festgehaltenem V solange, bis sich &
nicht mehr signifikant dandert.
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